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Matematikundervisningen i blickpunkten

| denna atikd vill jag inleda med ndgra aktudla resultat fran det matematikdidaktiska
forskningsfatet. Spatutrymmet ger inte majlighet till ndgon djupare granskning och diskussion
men eftersom didaktiska forandringar i skolan borde grunda sig pa forskning vill jag anda lyfta
fran nagra resultat som kan anses vaa viktiga i forta hand for grundskolans
matematikundervisning ur et internationdllt perspektiv. Jag g& sedan over till at ge en kort
beskrivning av ett nationdIt utvecklingsprojekt. PUMA - projektet vid Vasa Ovningsskola & ett
aktionsforskningsprojekt dér lararna i samarbete med Indtitutionen for |&rarutbildning Straver till
att utveckla matematikundervisningen och beskta redovisade resultat av pedagogisk och
amnesdidaktisk forskning.

Aktudlaforskningsresultat

Under de senaste 30 dren har utvecklingen pa det matematikdidaktiska forskningsfatet varit
mycket expansv. Det finns tusentals artiklar och bocker att studera. Det kan med andra ord vara
rét svart at hitta fram till de viktigaste och pditligaste forskningsresultaten. Den avgjort basta
metoden & att bekanta sig med arbeten som i mera 6versktlig form presenterar aktud| forskning
och som lyfter fram de mest vasentliga resultaten. Jag kommer hér att presentera ndgra glimtar ur
en mycket létillganglig ssmmangdlning av det daget, som gjorts av Mike Askew och Dylan
Wiliam vid King's College i London. Askews och Wiliams sammangdlning lyfter fram resultat av
forskning i grupper med eever i ddern 5 till 16 &, som utforts under de senaste 15 &en. Man
utgar i forsta hand frén resultat av sddana studier som utforts i vanliga klassrumsmiljoer och som
uppvisar signifikanta positiva effekter pa matematikinlarmingen och pa attityderna till matematiken.
De redovisade resultaten speglar forhdlanden som rader pa den internaionella arenan men &
varda att granskas aven ur nationd| synvinkd.

Av resultaten fran de sammanlagt 19 forskningsomréden som Askew och William redogor for,
har jag vat ut ndgra som kan vara av intresse for dla matematiklarare oberoende av
undervisningsstadium. De kan ocksa vara intressanta for |arare i andra amnen. Resultaten pekar
forutom pa arbetssitt och undervisningsmetoder, som kan leda till mérkbara forbéttringar av
inlaringen, aven pa faktorer som hanger samman med lararens kunskaps- och devsyn samt med
skolans och samhdlets syn pa kunskap i dlménhet och pa matematiken i synnerhet. Om skolan
till exempel Gvergar fran den traditionella lektiond angden pa 45 min till 1angre arbetspass ger man
vettigare tidsramar for arbetsformer dér deverna & aktiva och som ger storre garantier or
effektiv inlaming.

- Att deverna & intendvt engagerade i gruppdiskussioner kring mera avgrénsade uppgifter & en
béttre garanti for effektiv inldming 8n om man i klassen g igenom mera stoff under sammatid.
Uppgifterna borde alltsa vajas s att centrala begrepp blir behandlade vid gruppdiskussioner.
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- Maematikinl&mingen forbéttras om man i undervisningen lyfter fram och diskuterar vanliga
missuppfattningar.

Det & bétre at forst 1&ta dleverna gava upptacka sina missuppfattningar och sedan diskutera
dem tillsammans aén att |&raren borjar med att beréita for € everna om vanliga missuppfattningar.

- Inl&mingen kan bli effektivare om deverna f&r fler tillfdlen at tillampa, sammangtdla, diskutera
och forklara sin kunskap. Genom &t undvika fragor som gar ut pa att eleverna skal upprepa
fakta och samtidigt komma ih&g att ge tillrackligt (&minstone tre sekunder!) med betanketid, kan
man uppna en signifikant inlamingsforbétring. | stalet for att fraga “Vad kalas den har formen?”
fragar man till exempd “Hur skulle du beskriva den hér formen for en kompis som du talar med i
telefon?’.

En projektinriktad matematikundervisning innebér ait eeverna aven ges fler mdjligheter att
utveckla sna fardigheter at tilldmpa och forklara den matematik de kan. Den typen av
undervisning borde ges storre vikt @n vad som nu vanligen & fallet.

- Begreppshildningen i matematik basaras i dlménhet pa exempd men eeverna drar ofta andra
dutsatser om begreppets egenskaper an vad lararen tankt Sg. Det & sannolikt att eleverna &ven
kommer att koppla samman irrdlevanta egenskaper med begreppet i fraga, exempelvis att det till
en triangels egenskaper hor att det & en figur med tre Sdor, men att den Sda som & 1&gt ner |
figuren dessutom dltid skal vara horisontell.

For att undvika den hér effekten borde €evens begreppshildning baseras pa en mycket v vad
blandning av exempd och icke-exempd. Exemplen borde ligga si ndra icke-exemplen som
majligt och icke-exemplen borde vajas sa att de ligger sa ndra exemplen som mgjligt. Om man
behandlar begreppet “fage” & det béttre ait vaja t.ex en fladdermus som icke-exempe @n en
eefant och en pingvin dler struts som exempd i Sdlet for en svan.

- Det har visat Sg att kvaditeten pa matematikinlarmingen & kontextrelaterad. Om till exempel de
problem man l6ser | klasssummet & tillréttal agda och utan kopplingar till verkligheten kan det leda
till svarigheter for deverna att tillampa det inlarda i verklighetshaserade situationer. Man borde i
matematikundervisningen lagga stor vikt vid uppgifter som inte & sa v tillrétaagda, som kan
|6sas pa flera olika st och som maste losas i et socidt sammanhang, som kan inkludera
gruppsamverkan inom klassensram dler arbete ute i samhdlet.

Gruppsamverkan har visat Sg ha positiva effekter pa inlaringen under forutsittning att gruppen
har et tydligt gemensamt mdl.

- Det finns inget gavklart positivt samband mellan berdm och prestation. Manga studier har till
och med visat at larare som ansags effektiva inte berdmde sina dever lika ofta som sina mindre
effektiva kolleger. Kvditeten och inriktningen pa berdmmet spelar en storre roll an frekvensen.

Sorst effekt far berdm som & betingat, specifikt och trovardigt. | stdllet for att vara av generell
karaktar borde l&rarens berdmmande och uppmuntrande ord vara kopplade till nagot speciellt
eleven gjort. Berdmmet borde dessutom vara aligt menat och dgndera en medvetenhet om att
gleven verkligen har angrangt Sig och darmed visa prov pad den efterstravade formagan.
Berdmmet borde fokusera € evens uppméarksamhet pa beteenden som & relevanta for uppgiften
och utveckla devens vilja att andtrénga Sg for att utveckla dessa beteenden, inte for ait gora
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nagon (oftast lararen) till lags dler vara bast i klassen. Osystematiskt och dentrianméssigt berdm
genomskadas snabbt av deverna och kan i vardta fal medféra negaiva konsekvenser for
inlamingen.
Rétt riktat och val formulerat berdm har déremot i dlménhet en motivationshdjande effekt.

PUMA -projektet

Det finns manga orsaker till att man sétter i gang med forandringsarbete vid en skola. Padrivande
krafter & & ena sidan |&araras behov av och viljatill forandring och de vetenskapliga grunder som
didaktisk forskning ger. A andra sidan spelar de forvantningar som stéls pé skolan utifrén en stor
roll. For at det didaktiska forandringsarbetet skal medfora bestdende effekter maste
forandringarna upplevas som forbéttringar och vara tecken pa ait den efterstrévade utvecklingen
verkligen &gt rum. Resultaten lorde vara iakttagbara for bade aktorer och uppdragsgivare till

exempd i form av forbéttrade attityder och hojd prestationsniva.

Orsaken till at négra matematiklarare vid Vasa Ovningsskola hosten 1993 borjade genomfora
forandringar i matematikundervisningen i & 7 kan delvis Sokasii ett missndje med tidigare praxis
och arbetet med den skolvisa l&roplanen. Forandringarnai Grunderna for grundskolans |&roplan,
Ggl-94, samt det faktum att eever som undervisatsi enlighet med ELMA-projektets' Tank och
rakna - filosofi skulle borja i hogstadiet, gav sedan den inspiration som behdvdes for at man
skulle borja ta nya tag i matematikundervisningen utifran ndgra gemensamt formulerade, centraa
mdl.

Projektnamnet PUMA, Processer och Utvardering i MAtematikundervisningen, pekar pa att man
gdler inlamingsprocessarna och utvarderingen av inlamingsresultaten i centrum. Detta & tva
omraden som &ven & centraa for Ggl-94 i och med dess kognitivt inriktade inl&mingssyn och att
den framhéver behovet av en férnyad beddmningspraxis (s. 10, 25). Elevens aktiva roll for att
framja den egna inlarmingen betonas pa manga stélen i Ggl-94, likasa framhévs for matematikens
dd at undervisningen skdl inkludera kommunikation, projektbaserat amnesintegrerat arbete,
vardagsarknytning, problemlésning och betoning av matematiken som et verktyg for den
intellektudla utvecklingen (s. 76-79). Detta ing&r som viktiga utgangspunkter for undervisningen
inom PUMA - projektet.

Utvérderingen & et centrat styrmedd for undervisningen. Genom att forandra utvarderingen far
man samtidigt en garanti for att de arbetssétt och den inldrningssyn som utvarderingen favoriserar,
tillampas och blir bestdende i undevisningen. PUMA - projektets fokusering pa
inlaringsprocesser synsi utvarderingen bland annat pa s sitt att proven nu &ven méter devernas
forméga att forklara sina matematikkunskaper. Utvarderingen och bedomningen har pa det hela
taget blivit mera dlddig och dynamisk. Hur eevens medvetna inléamingsansvar samt inre vilja att
l&ra och andranga g skal kunna stérkas, & viktiga teman inom PUMA - projektet. Detta har
kopplats samman med utvarderingen sdtillvida at man forutom frégor som berdr inldming och
forstael se &ven diskuterar bedomningsfragor med devernai hogre grad an forut.
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Undervisningen har blivit mera induktiv och diskuterande och man drévar till at ge eeverna ett
mangsidigare forndiningssitt till matematiken. De storre projektarbeten man genomfor et par
ganger per termin har blivit uppskattade av deverna darfor att de ger utrymme for bade
individudllt arbete och gruppsamverkan och ger okad fringt for deverna béde vad gdler
fragestdiningar, problemlGsningsmetoder och presentation av arbetet. Projektarbetena & et
utvarderingsinstrument som betonar resultatet, arbetsprocessen och presentationen av arbetet.

Sedan hosten 1994 har projektlérarna samarbetat mera mamedvetet med Indtitutionen for
|&raruthildning, vilket inneburit att indtitutionen haft et delansvar for att fora projektet framét och
aven kopplat samman PUMA - projektet med indtitutionens forskning kring hur htgstedied ever
uppfattar undervisning och undervisningsmetoder. Som projekt upplever PUMA sitt sista lasir
och det dterstar att se hur mycket av projektets idéer som kommer att leva vidare och synasi
undervisningen aven i framtiden..

Forskning kring devuppfattningar

Med 6d av utbildningsstyrdsen angtdldes jag & 1994 som forskningsassstent vid
l&rarutbildningsinditutionen med uppgift att deta i projektutvecklingen och samtidigt kartldgga
glevernas uppfattningar om projektets undervisningsmetoder och projektets effekter pa eevernas
inldming och atityder till matematik. Uppdraget innehdll sdledes ingen utvardering av
undervisningsmetoderna inom PUMA - projektet. Detta kan ses som gavklart med tanke pa att
PUMA - projektet har vuxit och utvecklats i enlighet med principerna for aktionsforskning och
damed har undervisningsmetoderna blivit utsatta for &erkommande Gversyn och revision.
Undervisningen har dltsa genomggéit en fortlopande gransknings- och utvecklingsprocess. Vidare
har resultat fran datainsamlingen, dvs. kunskap om hur eeverna uppfattar undervisningen,
beaktats vid revisonen av metoderna och da lararma forverkligat undervisningen.

Datainsamlingen har fokuserats pa elevernas st att tanka och resonera om undervisningen och
om matematiken som skolémne. Kvdlitativa intervjuer med eever har utgjort den huvudsakliga
datainsamlingsformen. Hosten 1994 valdes totalt 28 eever ut fran de klasser i 8k 7 och 8 som da
berordes av PUMA - projektet. For att garantera en s stor spridning som majligt valdes de ut
pa basen av ett matematiktest och ett §avuppfattningstest. Sammanlagt kommer det empiriska
materiaet att omfatta cirka 125 intervjuer. Fyraintervjuer har gjorts med de elever som bérjade i
ak 8 hosten 1994 och fem intervjuer kommer totalt att goras med de elever som borjade i &k 7
sammahdst. | mg 1997 genomfors den nionde och avdutande intervjun med de 14 intervjueever
som da g& ut grundskolan.

Eleven: l&aren ger recepten

De resultat frén lararutbildningsingtitutionens forskning kring hogstadidevers syn pa undervisning i
alméanhet, som presenterades i SPEKTRI 5/96, visar pa tydliga kvditativa skillnader i devernas
tdnkande om undervisning. Bland annat framkommer at en dlmén uppfaitning hos deverna i
hogstadiet & att de ser 9g gdva som passva konsumenter av undervisning med lararen som
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ansvarig for at de lar Sg nagot. VAdigt manga hogstadieglever motsvarar dltsa inte det som i
GolL-94 sigs om att utgangspunkten for undervisningen & devernas nyfikenhet, vetgirighet och
aktivitetsvilja (s. 12). Sdllan ser deverna g som viktiga agenter for Sn egen inl&rning. Hela 63%
av devernai undersokningen anser att den centrdarollen i klassummet spelas av lararen och de
delar synen at inlamingen sker tack vare laarens forméga at laa och tillréttaldgga
undervisningen, inte tack vare att eleven gav & aktiv.

Studier av matematikundervisning har pévisat likartade resultat. Overtygelsen om att matematik &
négot man lyckas med, om man |Gser uppgifterna precis sA som lararen sagt, & fast rotad.
Eleverna forvantar 9g i diménhet inte ait de skulle kunna ldra 9g matematik utan l&rarens ledning
och de ser Sig gava som brukare av ndgot som andra méanniskor har skapa. Det finns resultat
som tyder pa att dlever ofta tolkar lararens instruktioner som ett recept for at klara uppgiften
Snarare an ett it att 1&ra sig amnet. (Schoenfeld, 1988).

Rolluppfattningen avgbrande for diaogen

Didogen mdlan dev och larare & den viktigaste grundférutséttningen for undervisning och
inl&ning. Elevens uppfattning av Sn devroll och l&rarens uppfattning av sn laarall & avgdrande
for utformningen och resultatet av diadogen. Om l&aren gor medvetna forandringar i [&rarrollen
och i undervisningsmetoderna kan man foljdriktigt anta att forandringen &ven paverkar eleven och
at elevens syn pa undervisningen forandras. Men forskning har dven pavisat ait elevens sitt ait
tanka om undervisning inverkar pa lararens sitt att undervisa och pa de didaktiska bedut lararen
fattar i olika skeden av undervisningsprocessen. Om mgoriteten av eeverna uppfattar et
inlaming & ndgot som A at siga kommer “pa kopet” da man vidas i klassummet & det
sannolikt att sddana metodiska forandringar, som grundar sig pa en syn pa eleven som aktiv part
i undervisningsprocessen, mots med misstro fran devernas sda. Genom &t gora deverna
medvetna om orsakernatill férandringen och getillréckligt med tid till Gvning av de nya lérar- och
devrollerna kan man bygga upp den nya klassrumskulturen pa et sétt som & tryggt for bade
l&rare och eever och som palangre sikt ger de efterstravade effekterna.

Reagerar eleven pa forandringar?

Forskarsamfundet har hittills riktat ganska lite uppméarksamhet mot hur eeverna uppfattar
forandringar i undervisningen. Specidlt gdler detta matematikundervisningen pa grundskole- och
gymnasieniva

De didaktiska losningar man forsokt forverkligainom PUMA har som en centrd masitning att
fostra deven till okat ansvarstagande for egen inl&rning. Lararna har forsokt foréndra Sitt sétt
arbeta och gtravat till att |amna sin traditiondla rétt s dominanta lararroll for at | sdlet ge mera
utrymme & elevernas roster och infora arbetssitt som forutséiter att eleverna & aktiva. Men hur
har deverna reagerat pa de forandringar man gjort? Aterspeglar sig den didaktiska
forandringsprocessen pa eevernas séit att se pa undervisningen?

Eftersom datainsamlingen fortfarande pag& och bearbetningen av intervjumateridet dessutom &
en lang och tidskravande process, kan jag inte annu i detta skede redovisa for nagra dutgiltiga
resultat och svar pa ovanstdende fragestdiningar. Men vill jag anda aktudisera och belysa med
devcitat, nagra prelimindra dutsatser pa basen av en begransad del av de data som samlades in
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under |asiret 1994-95. Den vada forskningsmetoden ger mdjlighet att studera e evuppfattningar
béde i borjan och dutet av projektet och kan &ven ge en bild av forandringar i elevuppfattningar
under projektets gang. De dutsatser som hér redovisas derspeglar dlmanna uppfattningar hos
elever for vilka projektets metoder &hnu & relativt nya

Ur ménga av devsvaren tonar bilden av matematiklektionen som en va regisserad och
forutsigbar forestdlining fram. Forestdliningen leds av |&raren och eeverna uppfattar detta som
gdvklat. De kan i dlmanhet inte tanka Sig négon annan upplaggning av matematiklektionerna
vilket synstill exempel dade skdl tankasig ini hur de §ava skulle arbeta som matematiklrare.
Den vanliga matematiklektionen foljer et visst monger: forst gar lararen igenom hemléxan och
kontrollerar att den & gjord, sedan introducerar l&raren nytt stoff, det nya 6vas med hjdp av
uppgifter ur boken och till dut ger [&aren hemléxa.

“Forst ser ... lararen att man har gjort laxan. Och sen kanske tar vi svaraste
uppgiften pa tavian och sen far vi rakna sjélva. Kanske nagon gang teori”

“ Alla vara matematiklektioner ser nastan likadana ut. Forst har vi teori da vi
skriver ner de olika saker vi haller pa med...och sedan nér vi har skrivit ner sa
fragar lararen olika uppgifter och sedan far vi rakna fritt i matematikboken”

Inte s3 Gverraskande anser de flesta eleverna at matematik hor till de viktigaste skolamnena.
Matematik & ndgot man magte lara Sg dafor at man antagligen &ven kommer at behtva
matematikkunskaperna i ett senare skede av livet. Att man for tillfalet inte kan se négon mening
med matematiken & darfor nagot som kan accepteras & en syn som kommer fram.

“Inte forstar jag vad man har for nytta av x ganger x ganger x, men jag fattar val
sen omnagra ar. Men nog ar det viktigt nog. Att veta sant dar addition och sant”.

Nyttoaspekten & overlag vadigt framtradande bade i resonemang som gdller nuet och framtiden.
D& nan g& och handlar kan det vara bra att kunna rékna men man har ocksa nytta av
matematiken inom andra skoldmnen, i fortsatta studier och da man skall soka et jobb.

Eleverna & inte bendgna ait tro pa at det & mdjligt att inlamingen skulle kunna ske under
angenamare former som skulle avvika fran det vanliga lektionsmonstret. Man framfor trevande
funderingar kring att det kunde vara bra med annorlunda undervisning béde vad gdler vaet av
uppgifter och arbetssitt, men att det skulle ledatill att fler 1&r Sig och borjar tycka om amnet, det
tviviar man pa

“..det blir nog roligare, fast inte kan man ju ha det s3 manga ganger. Man lar sig
ju inte mycket pa det heller”, “.inte vet jag om de kan tycka om
matteundervisningen fast hur man skulle géra. Men de maste ju anda lara sig.”

Da deverna beskriver sinaonskemd gdlande matematikundervisningen kommer synen palararen
som den som skall forklara, 1&ra ut, hjdpa och upprétthdla arbetsron i klassen fram. Det kommer
i forsta hand an pa lararen om matematiken & et “kul” amne dler inte. Men om eleverna ges
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starre frinet at gava vdja arbetssit, till exempe att arbeta individuellt dler i grupp, s antar
manga, framst flickor, att det kunde fa positiva effekter paintresset for matematiken. Att flickorna
dverlag har en positivare syn pa arbete i grupp bekréftas i den enké som genomfordes pa varen
efter en geometrisskvens med undervisning i heterogena smagrupper | &k 8. Enkétsvaren visar
ocksa att flickorna uppfattat Sg som mera ansvarstagande an pojkarna.

Eftersom en 6kad medvetenhet om matematiskt ténkande i dlméanhet och det egna tdnkandet i
synnerhet & en srévan inom PUMA ville jag vid intervjuerna ocksa fa reda pa hur deverna
uppfattar orsaken till att l&raren vécker diskusson kring olika sétt att tanka. Svaren visar ait
diskussioner kring tankande & et vanligt indag i undervisningen. Men svaren visr ocksa at
elevernainte &nu kopplar det, att lararen ber dem redogdra for hur de ténkt vid [6sningen av en
uppgift, till négon storre medvetenhet om ténkande och ansvar for et eget 1arande. De tenderar
at isdlet uppfata kunskap om hur dever tanker som tillhdrande lararens intresseomréde.
Lararens intrese ser dleverna dels som ett behov av att kontrollera att eleven faktiskt gjort
uppgiften och inte fuskat eler skrivit av facit och dels for at hora huruvida eleven lart sig pa det
Sdttet som l&raren tycker & réit eler effektivt. Men synen att |&aren véacker diskussion kring
tankande for att underlétta inlamingen & ocksa tydligt skonjbar vilket foljande citat & exempel
pa

“Det ar sakert for att man skall fa trana som att beskriva och beréatta ...det &r ju
bra som s far andra veta hur man tanker...men sa vill de ju (lararna) veta hur
man tanker.”

Sammanfattningsvis kan kondateras at de uppfatningar om matematikundervisningen som
kommit fram vid den inledande datainsamlingen inte skiljer sig mycket fran de uppfatningar om
inlaming och undervisning som redovisats i tidigare dudier. Det fortsatta forskningsarbetet
kommer forhoppningsvis at kunna ge svar pa fragan om man med et forskningsbaserat
utvecklingsarbete av PUMA:s typ kan astadkomma bestdende positiva forandringar i eevernas
it att tdnka om matematikundervisning och inl&rning.

1 ELMA - projektet, ELevanpassad MAtemeaikundervisning pégick vid Vasa Ovningsskolas
|3gstadium 1987- 1994.
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