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GYMNASIEFYSIKKKOMPENDIET: MATEMATISK FYSIK OCH RELATIVITET

FY12 Matematisk fysik och relativitetsteori 
eller Varför är E = mc2 ?



3.9.06
INNEHÅLL enligt Vasa övningsskolas läroplan

- matematikens fysikaliska tillämpningar

- numerisk simulering av fysikaliska fenomen med dator

- grunderna i allmän och speciell relativitetsteori

Förord

Denna kurs är en av de skolvisa s.k. tillämpade fysikkurser som enligt gymnasiets läroplan kan erbjudas. Sannolikt kommer den i de flesta fall att avläggas som s.k. kurskontrakt/ tentamenskontrakt, dvs. som handledda självstudier av materialet för ett kursprov till vilket kommer ett antal övningsuppgifter e.dyl. enligt överenskommelse med handledaren.
Den består i huvudsak av två delar, en som omfattar matematiska och numeriska metoder i fysiken med fokus på användningen av derivata och integral i fysiken. Eftersom dessa matematiska verktyg introduceras ganska sent i gymnasiestudierna ingår en kort vägledning till dem så att eleven om så önskas kan påbörja arbetet med denna kurs tidigare. I fysikstudierna är användningen av matematiska metoder i synnerhet på det speciella sätt de fysikaliskt tillämpas ett ständigt problem: efter grundskolan kan de flesta lösa ekvationer i en variabel x men har svårigheter med fysikalisk formelräkning med i princip samma metoder. Och efter gymnasiet har man nog inom matematiken stiftat bekantskap med derivata och integral, men deras användning i högskolestudiernas grundkurser i fysik går inte alltid lika smidigt. Förhoppningsvis kan denna kurs bidra till att minska något av svårigheterna med övergången från gymnasium till högskola. 
Den andra delen bygger på International Baccalaureate(IB)- linjens specialiseringsblock ("option") om främst speciell relativitetsteori, med vissa modifikationer. Temat dyker upp i någon mån i FY8 och Einsteins berömda ekvation E = mc2 har de flesta hört om. Här görs ett försök att avdramatisera denna ekvation och kursen kulminerar i en härledning av den - vilket inte är alldeles lätt, men med de matematiska metoder som omfattas i kursens första del inte omöjligt. Det görs också till slut ett försök att visa på några av de relativistiska fenomen som genomsyrar naturen och tekniken i betydligt högre grad man man tänker sig - relativitetsteorin är betydelsefull inte bara för avancerade experiment i partikelfysik utan också för att förklara varför en vanlig orienteringskompass fungerar, eller varför guldet är guldfärgat i stället för silverfärgat.
DEL I : MATEMATISK OCH NUMERISK FYSIK

12.1. Derivatan i matematiken och fysiken

Vad är egentligen en derivata?
Om vi studerar den sträcka s något rört sig under tiden t kan vi ofta skriva hastigheten v som v = s / t eller, om s och t inte är nollställda då vi börjar betrakta rörelsen som förändringen i dessa:

v = Δs/Δt

Om vi har en föränderlig hastighet t.ex. p.g.a. acceleration får vi olika värden på v beroende på hur kort tidsintervall Δt vi väljer. För en längre tid fås medelhastigheten, ur kurvan nedan exempelvis ger riktningskoefficienten för linje 1 medelhastigheten mellan punkterna A och B

så att vmedel = Δs/Δt = (sA - sB) / (tA - tB). Om vi låter Δt bli kortare och kortare - i princip oändligt kort - får vi momentanhastigheten vid tidpunkten tA och den ges av riktningskoefficienten för tangenten till kurvan. 

Allt detta är bekant för den som stött på derivatan i matematiken. De oändligt korta tids- och sträckintervallen kan istället för Δt och Δs kallas dt och ds och hastigheten definieras som sträckans derivata med tiden som variabel
v = ds / dt eller v(t) = s'(t) eller v(t) = Ds(t)
Ett första exempel från matematikens värld är funktioner av typen y = kx, vilka som grafer ger räta linjer med riktningskoefficienten k. Denna riktningskoefficient är "derivatan" för denna funktion.
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Ett andra exempel är en funktion som y = x2, vilken ger en böjd kurva (parabel) som graf. Den har ingen konstant riktningskoefficient utan lutar olika brant uppåt i varje punkt. 
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Går man igenom punkterna i grafen, drar tangenter till kurvan och söker dessa tangenters riktningskoefficienter kan man notera att dessa ger en ny funktion, y = 2x, som nu är den ursprungliga funktionens derivata: 

y = f(x) = x2 => f'(x) = dy/dx = 2x
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Man kan inom matematiken bevisa ett antal deriveringsregler för olika funktioner, såsom följande:
Regel 1
Dxn = nx(n-1)
 

Dx0 = 0x0-1 = 0

Dx = Dx1 = 1x(1-1) = x0 = 1 

Dx2 =  2x(2-1) = 2x1 = 2x

Dx3 = 3x(3-1) = 3x2  

Dx4 = 4x(4-1) = 4x3  

Regel 2: Konstanter berörs inte av deriveringen
D5x2 = 5Dx2 = 5*2x = 10x 
D7x4 = 7Dx4 = 7*4x3 = 28x3  
Dk = Dk*1 = Dkx0 = kDx0 = k*1 = k   

 

Regel 3: Om vi har flere termer kan vi derivera en i taget

D(x3 + x2) = Dx3 + Dx2 = 3x2 + 2x 

D(2x5 - 7x) = 2Dx5 - 7Dx = 2*5x4 - 7*x0 = 10x4 - 7 

Exempel : Likformigt accelererad rörelse
För den sträcka s vi rört oss som funktion av tiden med konstant acceleration gäller s = s(t) = ut +½at2 och för den sluthastighet vi uppnått som funktion av tiden  v = v(t) = v0 + at. Konstanter är här v0 och a. Men det borde även gälla att v(t) = s'(t) vilket vi kan kontrollera:
D(v0t + ½at2) = Dv0t + D(½at2) = v0Dt + ½aDt2 = v0*t0 + ½a*2t = v0 + at som väntat
 

Regel 4: Derivatan av produkten av två funktioner
Tag t.ex. x7 vars derivata Dx7 = 7x6. Men x7 kan skrivas x3x4 och vi vet att Dx3 = 3x2 och Dx4 = 4x3. Alltså borde vi få 3x2*4x3 = 12x5 istället för 7x6. Men här gäller att

D[f(x)g(x)] = f(x)Dg(x) + Df(x)g(x)

I vårt exempel är f(x) = x3 och g(x) = x4 så vi borde få Dx3x4 = x3*4x3 + 3x2*x4 = 4x6 + 3x6 = 7x6 som det skall vara.

Regel 5 : Derivatan av kvoten av två funktioner
Tag nu f(x) = x10 och g(x) = x5. Vi har att Dx10 = 10x9 och Dx5 = 5x4 så man kunde tycka att D[x10/x5] = 10x9/5x4 = 2x5. Men å andra sidan vet vi att x10/x5 = x5 vars derivata är 5x4, inte 2x5. Regeln som gäller här är:
D[f(x)/g(x)] = [Df(x)g(x) - f(x)Dg(x)]/ [g(x)]2 

Här är alltså f(x) = x10, Df(x) = 10x9, g(x) = x5, Dg(x) = 5x4. Vi får alltså
[10x9*x5 - x10*5x4] / [x5]2  

=[10x14 - 5x14] / x10   

= 5x14/x10 = 5x4 som det skall vara.
Regel 6 : Inre derivata
Tag nu funktionen (x4 + 5)2 = (x4)2 + 2*x4*5 + 52 = x8 + 10x4 + 25 vars derivata blir 8x7 + 40x3. Om det nu är så att Dx2 = 2x, skulle man inte kunna säga att D(x4 + 5)2 = 2(x4 +5)? Men det blir 2x4 + 10, inte 8x7 + 40x3.
Saken kan dock korrigeras om vi multiplicerar med den "inre derivatan", här D(x4 + 5) = 4x3. Då får vi 

4x3(2x4 + 10) = 8x7 + 40x3 som det skall vara.

Regel 7: Trigonometriska funktioner
Det gäller att Dsinx = cos x och D cos x = - sinx . Sin- och cos-funktionernas grafer visar att när sin tilltar - en tangent till kurvan har en positiv riktningskoefficient - är cos positiv och omvänt. Samma förhållande gäller mellan cos x och - sinx.
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Exempel: Harmonisk svängningsrörelse

För en massa m som oscillerar på en fjäder med fjäderkonstanten m gäller att 
F = -kx = ma => a = -(k/m)x

dvs. accelerationen skall vara en negativ konstant gånger avståndet x till jämviktsläget. Nu är dock hastigheten derivatan av avståndet och accelerationen derivatan av hastigheten, så sinusfunktionen som deriverad två gånger ger samma funktion med negativt förtecken beskriver den oscillerande massans läge som funktion av tid. Det är därför som vågor har den form de har - det är vågorna som är sinusformade, inte sinusgrafen som är vågformad!

Exempel : Växelspänning genererad av roterande slinga i magnefält B
Från kurs 7 citerar repeterar vi: Om magnetfältet B är homogent kan man betrakta den inducerade spänningen = ((/(t som flödets ( derivata med tiden t som variabel och slingans area A, magnetfältet B och rotationsfrekvensen f som konstanter:

· ((t) = ABcos(2πft) 
· ('(t) = - ABsin(2πft)*2πf [kom ihåg inre derivatan!] = - ksin(2πft) 

· där k = - 2πfAB; enheten för k = Hzm2T = s-1m2N/Am = Nm/As = J/C = V

dvs. vi får att magnetflödets tidsderivata har enheten för spänning och varierar som en sinusfunktion på samma sätt som allmänna vågrörelser. Vi skulle inte ha fått något med enheten för spänning om det inte varit för regeln om inre derivata!
Regel 8: Derivatans nollställen ger maximi- och minimivärden.
Derivatan anger riktningskoefficienten för en tangent till linjen. Då funktionen har ett max. eller min. värde är tangenten i sådana punkter vågrät och derivatan = 0. (Man bör egentligen kolla att derivatan faktiskt byter tecken). 

Exempel: Hur skall man dra en släde mest effektivt?
Antag att vi drar en släde med massan m och använder dragkraften FD. Släden finns på ett horisontellt underlag där friktionskoefficienten är μ och vi söker den vinkel α upp från horisontell riktning som vi skall dra i för att maximera resultantkraften framåt. 

Dilemmat är följande: Om vi drar horisontellt, med α = 0o, kommer hela FD att verka framåt. Men då kommer också hela slädens tyngd att trycka den mot marken och friktionskraften är maximal. Om vi ökar α kommer bara en horisontell komponent av FD att verka framåt, men å andra sidan kommer en vertikal komponent av FD att lätta på släden så att normalkraften FN från marken och därmed friktionen Fμ = μFN att minskas. Men vilken vinkel är idealisk?
Horisontell komponent av FD = FDcos α  och vertikal komponent FDsin α. 
Vertikal kraftjämvikt: FN + FDsin α = (-) mg => FN = mg - FDsin α =
Horisontell resultantkraft Ftot framåt:
· Ftot = FDcosα - Fμ = FDcos α - μFN  

· Ftot = FDcos α - μ(mg - FDsin α) = FD(cos α + μsin α) - μmg 
· vi betraktar detta som en funktion, Ftot(α) och deriverar med α som variabel
Då μ, m, g och FD är konstanter fås (D = symbol för derivering)
· Ftot'(α) = FDD(cos α + μsin α) = FD(-sinα + μcosα) och då vi söker nollställe

· FD(-sinα + μcos α) = 0 vilket då FD inte är noll ger

· -sinα + μcos α =0 eller 

· μ = sinα / cosα = tanα

Man bör alltså dra släden med repet i vinkeln α = arctan μ upp från horisontell riktning!
Exempel: Impedansmatchning

När man bygger högtalarsystem får man mest effekt ut i en systemdel om dess impedans (växelströmsmotstånd, man kan tänka på resistans) är detsamma som för den del det kopplas till. Varför det?

Låt oss säga att vi har ett batteri med spänningen U = 4.5 V kopplad till en resistor R1 = 10(. Om denna första resistor liksom batteriets spänning är konstanta, hur stor resistor skall kopplas i serie för att effekten som avges i den nya, andra resistorn skall vara maximal? 

Vi försöker först med R2 = R1 = 10( vilket ger Rtot = R1 + R2 = 20(. Strömmen är densamma genom seriekopplade komponenter så Rtot = U/I ger I = U/Rtot = 4.5 V/ 20( = 0.225A. Därtill gäller alltså I = I1 = I2. För effekten i R2 fås då P2 = R2I2 = 10(*(0.225A)2 = 0.50625 W ≈ 0.51 W.

 

Försöker vi med andra värden på R2 fås mindre värden på P2. Exempelvis R2 = 5( ger Rtot = 15( och I = 4.5V/15( = 0.3A. Så P2 = (5(*0.3A)2 = 0.45W, vilket är mindre än 0.51 W.

Hur är det då med R2 = 15(? Då blir Rtot = 25( och I = 4.5V/25( = 0.18A. Och sedan P2 = 15(*(0.18A)2 = 0.486W, igen mindre än 0.51 W.

 

Genom derivering kan vi visa att R1 = R2 faktiskt bör vara ett maxvärde för effekten P2.

· kombinera P2 = R2I2 med I = U/(R1 +R2) vilket ger P2 = U2R2/(R1+R2)2 
· vi tolkar detta som en funktion P2(R2) och söker dess derivata P2'(R2) 

· vi har alltså en funktion av typen y = ax/(b + x)2 där a = U2 och b = R1 är konstanter, och x = R2 är variabeln
· vi skall använda regeln för derivatan av en kvot av två funktioner f och g, dvs att

· D[f(x)/g(x)] = [Df(x)g(x) - f(x)Dg(x)]/ [g(x)]2 = [f'(x)g(x) - f(x)g'(x)]/ [g(x)]2 

· där här nu f(x) = ax så f'(x) = a och g(x) = (b+x)2 så g'(x) = 2(b+x)*1 = 2b + 2x
· Här kommer inre derivatan inte att råka påverka resultatet. Vi får

· [a*(b+x)2 - (2b + 2x)*ax]/(b+x)4 
Detta uttryck skall vi söka ett nollställe för, och då både x och b står för resistanser som alltid är positiva kan vi inte ha b = -x vilket skulle en nämnare lika med noll. Vi kan alltså nöja oss med att söka nollställen för täljaren:
· [a*(b+x)2 - (2b + 2x)*ax] = 0 ger
· ab2 + 2abx +ax2 - (2abx + 2ax2) = 0 och därefter

· ab2 - ax2 = 0 vilket då a = spänningen i kvadrat, U2, inte är noll ger

· b2 - x2 = 0 och därmed x2 = b2; vilket i sin tur ger x = b eller x = -b

Men enligt ovan kan endast x = b dvs. R1 = R2 vara ett nollställe för derivatan och därmed ge ett maxvärde för effekten P2.

12.2. Integraler i matematiken och fysiken
"Integralen" är liksom derivatan något som kan förvandlar en funktion till en annan. Den har två egenskaper:
· den är "motsatsen" (omvänd operation) till derivatan

· den kan användas för att få redan på ytan under en graf

Vi tar som exempel funktionen y = 2x och går igenom hur stor area som finns under dess graf då vi börjar vid x = 0 och går till x = 0, 1, 2, ... :
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Vi noterar att om vi gör en ny graf av detta får vi tillbaka funktionen y = x2 vars derivata y = 2x var!
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Beteckningen för integral är här

(2xdx = x2
 

och består av två delar, först integraltecknet ( varefter den funktion som skall integreras kommer, därefter ett dx som anger att det är x som är variabeln.

Inom matematiken kan man bevisa ett antal integreringsregler, av vilka några ges här:
Regel 1 : (xndx= x(n+1)/(n+1)
(kdx = (k*1dx = (k*x0dx = x(0+1)/(0+1) = x1/1 = x

(xdx = (x1dx = x(1+1)/(1+1) = ½x2   
(x2dx = x(2+1)/(2+1) = x3/3

(x3dx =  x(3+1)/(3+1) = x4/4   

Regel 2: Konstanter deltar inte i integrationen
(2xdx = 2(x1dx = 2*½x2 = x2 
(5x4dx = 5(x4dx = 5*x(4+1)/(4+1) = x5 
  

Regel 3 :  Om flere termer skall integreras kan vi ta en i gången
 
((3x2 - 7x3)dx = (3x2dx - (7x3dx = 3(x2dx - 7(x3dx =
3*x(2+1)/(2+1) - 7*x(3+1)/(3+1) = x3 - 7x4/4 

 

Exempel: Likformig rörelse
Då hastigheten är konstant som funktion av tiden, v = v(t) = k är sträckan = ytan under grafen, i detta fall endast en rektangel med arean s = vt.
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Här kunde vi också ha fått samma resultat genom integration
s(t) = (kdt = k(dt = k(1dt = k(t0dt = kt 

där vi här kallar konstanten v = hastighet
Exempel : Likformigt accelererad rörelse

Vi har här att hastigheten som funktion av tiden med den konstanta accelerationen a följer funktioen v(t) = v0 + at. I en graf av v som funktion av t är sträckan lika med ytan under grafen:
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Geometriskt kan vi ur grafen få att medelhastigheten vm = (v0 + v)/2 och med hjälp av detta och s = vmt formeln s = v0t + ½at2. Men samma resultat kunde även ha erhållits genom integration:
s(t) =  (v(t)dt = ((v0 + at)dt = (v0dt + (atdt =  v0(t0dt + a(t1dt 
=v0t(0+1)/(0+1) + at(1+1)/(1+1) = v0t + ½at2 som väntat
Exempel : Elastisk potentiell energi
Då en konstant kraft F utför ett arbete och flyttar ett föremål sträckan s i kraftens riktning är arbetet W = Fs. Gör man en graf av F som funktion av s blir detta en horisontell linje och arean under denna en rektangel vars area anger arbetet W. Men om kraften förändras då s ändras blir grafen något annat; i en spiralfjäder som följer F = (-)ks (eller(-)kx) där k = fjäderkonstanten får vi istället grafen
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Arean under grafen ger igen arbetet som utförs då fjädern töjs ut och detta arbete lagras som potentiell energi i fjädern. Geomteriskt finner vi enkelt att Ep = ½ks2, men samma sak kunde vi ha fått genom integration:
W(s) = (F(s)ds = (ksds = k(s1ds = ks(1+1)/(1+1) = ½ks2
Exempel: Satellitens potentiella energi

Då man rör sig långt ut i rymden avtar jordens tyngdkraft, och i kurs 5 användes för detta en formel av typen

F = F(r) = GMm/r2
där G = den universella tyngdkraftskonstanten, M = planetens massa, m = satellitens massa och r = avståndet till planetens mittpunkt. Det arbete som utförs då satelliten skall lyftas upp följer en formel som vi använde utan bevis, eftersom detta endast kan göras med hjälp av en integral:

Ep = W = (F(r)dr = (GMmr-2dr = GMm(r-2dr = GMmr(-2+1)/(-2+1) = -GMmr-1 = -GMm/r
Regel 4 : (x-1dx = ln x
Om vi försöker tillämpa regel 1 på detta får vi (x-1dx = x(-1+1)/(-1+1) vilket innebär division med noll. Varför den naturliga logaritmen ln x är den funktion vi får då x-1 integreras visas i matematiken.
Regel 5 : Bestämd integral

Istället för att enbart bestämma en integralfunktion ("primitiv" funnktion)  F(x) = (f(x)dx till funktionen f(x) kan man beräkna arean under grafen av y = f(x) i intervallet från x = a till x = b genom 

b

( f(x)dx = F(b) - F(a)
a

Exempel: Arbetet som utförs i en isotermisk process

Då en termodynamisk process i en ideal gas beskrivs i ett diagram med trycket p som funktion av volymen V kommer arean under kurvan att vara det utförda arbetet V.  För en isobar process (konstant tryck) är kurvan en vågrät linje och ytan en rektangel.
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För en isoterm process (konstant temperatur) ger den ideala gaslagen pV = nRT att p = nRT/V = k/V där k = nRT är konstant. Ytan under denna graf då volymen ändras från V1 till V2 fås genom integration:

V2                          V2
( (nRT/V)dV = nRT(V-1dV = nRT(lnV2 - lnV1) = nRTln(V2/V1)

V1                          V1
Regel 6 : Integrationskonstant
Om vi deriverar får vi samma resultat för funktioner som endast skiljer sig med en konstant:

Dx2 = 2x

D(x2 + 1) = 2x
D(x2 - 17) = 2x

Skall vi då göra den omvända operationen, dvs. integrera funktionen f'(x) = 2x vet vi inte vilken av funktionerna f(x) =  x2, f(x) = x2 + 1 , f(x) = x2 -17 vi började med. Man kan skriva 

(2xdx = x2 + C

där integrationskonstanten C ibland har en fysikalisk relevans, ibland inte. Accelerationen är hastighetens derivata med tiden som variabel, alltså borde vi få en formel för likformigt accelererad rörelse genom att integrera "formeln" för konstant acceleration:

v(t) =  (adt = a(t0dt = at0+1/(0+1) + C = at + C = v0 + at

och vidare

s(t) = ((v0 + at)dt = v0t + ½at2 + C = s0 + v0t + ½at2  
12.4. Variabelbyte och Robinsonanalys ("non-standard analysis")

Vi antar nu att vi är bekanta med grundläggande deriverings- och integreringsregler såsom att om y f(x) = x2 så är f('x) = dy/dx = Dx2 = 2x eller att (x2dx = x3/3 (plus integrationskonstant där det behövs). Låt oss nu ta ett exempel på byte av variabel vid integration:

 

Vi vet utan större problem att (a2da = a3/3  så här är variabelbytet egentligen onödigt, vi gör det bara för att visa hur det kan gå till. Samma resultat kan nämligen fås om vi byter till b = a2 vilket ger a = (b = b½. Man kunde först tänka sig att detta bara skulle ge (bdb = ½b2 men då b = a2 skulle detta innebära ½b2 = ½a4 vilket inte är det rätta resultatet a3/3.
För att åtgärda problemet måste vi byta ut "da"enligt följande: Börja med b = a2. Ta sedan derivatan av vardera ledet med avseende på t.ex. tiden t:
db/dt = da2/dt
db/dt = 2ada/dt
;för den händelse att a varierar med tiden behövs även den inre 

derivatan da/dt
Härefter multiplicerar vi vardera ledet med dt och får

db = 2ada

; lös denna ekvation för da

da = db/2a

När vi byter variabel i (a2da måste vi alltså samtidigt byta a2 = b och da = db/2a och vi får då

(a2da = (bdb/2a = (bdb/2b½ = ½(b½db
och nu kan vi utföra integrationen med den vanliga regeln (xndx= x(n+1)/(n+1) vilket ger

½(2b3/2)/3 = b3/2/3 men då b = a2 är detta (a2)3/2/3 = a3/3 som det skall vara.
I allt detta har vi räknat med da och db, vilka i princip är oändligt små, som om de vore helt vanliga variabler istället för symboler för att en integration skall utföras. Dessa "variabler" kommer från en tolkning av derivatan som en kvot av differenser eller förändringar, t.ex.
y = f(x) => f'(x) = dy/dx = Δy/Δx med oändligt små differenser

och integralen som summan av ett oändligt antal små rektanglar för approximering av ytan under en kurva

(f(x)dx = Σf(xi)Δx

Men kan man fortfarande räkna på vanligt sätt med oändligt små "storheter"? Därom tvista de lärde. Inom vanlig matematik brukar man inte acceptera detta sätt att räkna även om det i alla fysikaliskt relevanta fall fungerar. Det finns ett sätt att bygga upp matematiken om derivata och integral på annan grund än den vanliga (med gränsvärden, utvecklad av Weierstrass på 1800-talet) som kallas "non-standard analysis" eller Robinsonian analysis efter Abraham Robinson som utvecklade den på 1960-talet. Se t.ex. http://members.tripod.com/PhilipApps/nonstandard.html .
12.5. Numeriska metoder med Excel
Allmänt

I kurserna i Gymnasiefysikkompendiet ingår ett flertal exempel på hur kalkylbladsprogram såsom Excel kan användas i fysiken. Den som inte gjort sådant tidigare kan börja med dessa, från och med grundövningen i kurs 1. Verktyget Excel är allmänt tillgängligt och mycket användbart, se t.ex. simuleringen av en månlandning med hänsyn till att rymdskeppets massa ändras då bränsle förbrukas i kurs 5 eller simuleringen av en radioaktiv sönderfallskedja i kurs 8 .
Derivera och integrera

Förutom att derivera och integrera enligt vissa regler kan man med dator numeriskt beräkna dem ungefärligt. För derivata delar man då in ett intervall på x-axeln i små delar och beräknar steg för steg värdet av kvoten Δy/Δx. I kalkylbladet på

http://www.vasa.abo.fi/vos/vosusers/tillman/fy12exc1.xls
illustreras att derivatafunktionen D sinx = cos x.
För integrering beräknar man den sammanlagda arean av ett antal rektangulära staplar; se

http://www.vasa.abo.fi/vos/vosusers/tillman/fy12exc2.xls
illustreras att (cosxdx = sin x
Integration blir noggrannare om man använder trapetsformade små delytor istället för rektanglar (dvs. om man i det korta intervallet inte approximerar funktionen till en vågrät linje, dvs en nolltegradsfunktion, utan till en rät linje, en förstagradsfunktion). Om man istället approximerar till ett andragradsuttryck kan man visa att Simpsons formel kan användas ungefärligen:

b
( f(x)dx = [(b-a)/3n][f(x0 + 4f(x1)+ 2f(x2)+ 4f(x3) + .... +2f(xn-2) + 4f(xn-1) + f(xn)]
a
där intervallet från a till b delats in i n stycken delintervall.

Programmering och kalkylbladskonstruktion

Att konstruera ett kalkylblad är egentligen en form av datorprogrammering - man använder de tre grundstrukturerna i programmeringstekniken: sekvens (att göra saker en efter en annan), iteration (att upprepa samma sak flere gånger) och selektion (att välja mellan alternativ). (En fjärde struktur, rekursion, är svårare att göra i Excel). Som exempel på detta visas hur man numeriskt kan simulera relativistisk acceleration från vila förorsakad av en konstant kraft. Från relativitetsteorin senare lånar vi formeln F = γ3m0a där γ = 1 / (1 - v2/c2)1/2 . Man delar upp accelerationen i ett stort antal tidssteg och antar att accelerationen är ungefär konstant under ett steg. I ett datorprogrammeringsspråk (här QBasic) skulle man kunna använda något i stil med

c = 3.0E+8

F = 2.5E+5

m0 = 0.02

v = 0

dt = 1

FOR tid = 0 TO 100 STEP dt

gamma = (1 - (v^2/c^2)^(-0.5)

acc = F/(m0*gamma^3)


v = v + acc*dt
NEXT tid
I Excel sköts programmeringen så att konstanter (här c, F, m0,...) placeras någonstan i början av kalkylbladet och refereras till med absoluta cellreferenser (dollartecken). Variabeln tid placeras i en kolumn där de värden som den skall gå igenom läggs ut (bara första värdet behöver skrivas in, sedan kan man med Redigera, Fyll, Serie, .. få resten automatiskt). Innehållet i loopen bildar en vågrät rad i kalkylbladet, först beräknas värdet på γ utgående från rådande hastighet, sedan accelerationen, och därefter ett nytt hastighetsvärde. Hela saken upprepas ner genom alla tidsvärden (formlerna kan från och med andra raden i simuleringen kopieras ner automatiskt). Som sig bör noteras att hastigheten inte stiger över alla gränser utan närmar sig ljushastigheten.

I denna simulering behövdes inte selektionsstrukturen, men även den kan fås in i Excel med Infoga, Funktion och  OM(logiskt_test; värde_om_sant;värde_om_falskt). Detta kan vara användbart t.ex. vid simulering av vertikal kaströrelse med luftmotstånd, där luftmotståndskraften har en riktning om föremålet är på väg upp men en annan på nedvägen. En intressant övning kan vara att konstruera ett kalkylblad som simulerar projektilrörelse med luftmotstånd och hänsyn till det att luftmotståndet är mindre på högre höjder där luften är tunnare.
12.6. "Serieutveckling" med exempel

Man kan inom matematiken visa att vissa funktioner kan skrivas som summan ett i princip oändligt antal termer där dock endast ett fåtal av de första behövs för en god approximation. Speciellt gäller:
(1 +- x)n ≈ 1 +- nx då x ≈ 0
Exempel: n = 2 

(1 + x)2 = 1 + 2x + x2 enligt den vanliga kvadreringsregeln. Om nu x är mycket litet blir x2 verkligen litet, och då är uttrycket ≈ 1 + 2x.
Exempel: Area- och volymutvidgning

Från  kurs 2 (Värmelära) har vi att längd-, area- och volymutvidgningen följer formlerna 

l = l0(1 + ((t)
A = A0(1 + β(t)
V = V0(1 + ((t)
Om vi betraktar värmeutvidgningen av en kvadrat eller kub med sidan l0 fås att

A = l02(1 + ((t)2 ≈ l02(1 + 2((t) vilket visar att β ≈ 2( och
V = l03(1 + ((t)3 ≈ l03(1 + 3((t) vilket visar att ( ≈ 3(
Allt detta gäller då ( är mycket litet vilket i synnerhet för de flesta fasta ämnen är fallet.
Exempel: Klassisk approximation av relativistisk kinetisk energi
Se avsnittet om relativistisk kinetisk energi senare! 
DEL II : RELATIVITETSTEORI

12.7. Referensramar och klassisk relativitet

Parallellt med floden

Om en båt rör sig på en flod kan man beskriva dess hastighet antingen med det strömmande flodvattnet eller stranden som "referensram". Är t.ex. flodens hastighet v = 2 m/s och båten rör sig nedströms med u = 5 m/s relativt vattnet kommer den att röra sig med u + v = 7 m/s relativt stranden. Detta var bekant långt före Einstein kom med sin "relativitetsteori" och kan betecknas som klassisk relativitet, ofta uttryckt i de s.k. Galileitransformationerna för omvandling av koordinater i ett system till motsvarande i ett annat system som rör sig med hastigheten v i en vald x-riktning relativt det första.
Storhet

Referensram I
Referensram II

Position, x-led
x

x' = x + vt eller x - vt

Position, y-led
y

y' = y

Position, z-led
z

z' = z

Hastighet, x-led
ux

ux' = ux + v eller ux - v

Hastighet, y-led
uy

uy' = uy 

Hastighet, z-led
uz

uz' = uz 

Tid

t

t' = t

Vi har betecknat hastigheterna med ux, uy och uz för något föremål som rör sig i en referensram för att lättare särskilja dem från referensramarnas relativa hastighet v. Notera att ingen förändring sker för hastighet eller position i en "y-dimension" vinkelrät mot den i vilken den relativa hastigheten v mellan referensramarna är.
Tvärs över floden 

Om båten rör sig med hastigheten u genom vattnet vinkelrätt mot en flod som strömmar med hastigheten v relativt stranden måste båten för att få en hastighet w vinkelrätt mot stranden ha sin hastighet u:s riktning en aning uppströms. Förhållandet mellan hastigheternas storlek ges av Pytagoras sats:
v2 = w2 + u2 vilket ger w2 = v2 - u2 och därmed w = (v2 - u2)½  
12.8. Michelson-Morleys experiment

Mot slutet av 1800-talet ansågs ljuset vara en vågrörelse, och liksom andra vågrörelser troddes det vara fråga om vågor i ett medium, ungefär som vattnet för havsvågor eller luften för ljudvågor. Detta medium hade inte upptäckts men antogs uppfylla universum och kallades "eter". Nu skulle man göra ett experiment för att få reda på om denna eter stod stilla i universum eller om etern flödade åt något håll:
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Ljuset från en monokromatisk ljuskälla (samma färg => samma våglängd) fick först passera en halvgenomskinlig spegel A. En del av ljuset (I) reflekterades till en vanlig spegel D, tillbaka till A (där en del på grund av halvgenomskinligheten) reflekterades tillbaka till källan) där en del passerade genom spegeln till en observatör O.
En annan del av ljuset gick först genom den halvgenomskinliga spegeln A till en spegel C, tillbaka till A (där en del gick genom A) och vidare till O. För att båda ljusstrålarna I och II skulle ha passerat lika mycket glas placerades en genomskinlig glasplatta B i vägen för stråle II. Om båda strålarna gått lika lång väg eller om skillnaden i väg var ett helt antal våglängder skulle konstruktiv interferens ske vid O, och en ljus punkt eller rand bildas. Båda strålarna går sträckan BO så en eventuell skillnad i väglängd uppstår i sträckorna x = AD och y = AC.
Låt oss anta att en eventuell "etervind" går från höger till vänster parallellt med stråle II i bilden (även om etern är i vila rör sig jorden genom universum i sin bana runt solen så vi borde ha en etervind åtminstone av denna orsak). Då händer följande 
Stråle I

Denna stråle går hela tiden vinkelrätt mot etervinden så liksom båten som går vinkelrätt mot floden måsten ljuset gå en aning "uppströms" från A till D så att 
c2 = vAD2 + veter2 och därmed vAD = (c2 - veter2)½ 

Tiden tADA det tar att gå från A till D och tillbaka till A = sträckan 2x blir då vAD = 2x/tADA enligt detta

tADA = 2x/vAD = 2x/(c2 - veter2)½ = 2x/c(1 - veter2)½ 
Stråle II

Denna stråle går emot etervinden från A till C med hastigheten vAC = c - veter och med hastigheten vCA = c + veter tillbaka. Tiden för allt detta blir
tACA = tAC + tCA = y/vAC + y/vCA = y/(c-veter) + y/(c+veter)

Gemensam nämnare är (c-veter)(c+veter) och genom förlängning fås

tACA = [y(c+veter) + y(c-veter)] / [(c-veter)(c+veter)]
vilket kan förenklas till
tACA = 2yc/[c2 - veter2] = 2yc/c2(1 - veter2/c2) = 2y/c(1 - veter2/c2)
Jämför man detta med uttrycket för tADA skiljer det sig däri att uttrycket i nämnaren inte är under en kvadratrot. Om vi nu låter hela apparaturen rotera 90o (exempelvis genom att vänta 6 timmar) blir rollerna ombytta - stråle I får ett uttryck utan kvadrot och stråle II ett med detsamma. Skillnaden i den tid det tar för ljuset att röra sig sträckan ADA och ACA förändras och om den före rotationen var sådan att vi fick konstruktiv interferens där O befinner sig borde vi efter rotationen ha konstruktiv interferens på något annat ställe. Genom att mäta hur mycket platsen för konstruktiv interferens förskjuts ville man mäta veter.
Nollresultatet
Apparaturen fungerade och producerade mönster av konstruktiv och destruktiv interferens, men när man än mätte var de fanns förändrades deras läge inte. Det föreföll alltså som om ljusets hastighet inte berodde på hur man rörde sig i förhållande till etervinden - och själva denna eters existens kunde ifrågasättas.
Andra tecken på att ljushastigheten är konstant

Under 1800-talet hade Maxwell med flera sammanställt en teori om elektricitet och magnetism där vissa universella konstanter som elektrisk permittivitet och magnetisk permeabilitet i vakuum var av betydelse. Man kunde notera (pröva själv!) att produkten av dessa konstanter var nära relaterad till ljusets hastighet, inte enbart till mätetalet utan även till enheterna:

(0(0 = 1/c2
12.9. Einsteins speciella relativitetsteori

Enligt klassisk relativitet skulle vilken hastighet som helst, inklusive ljusets, vara "relativ" och bero på hur observatören rör sig i förhållande till ljuset. Einsteins "relativitetsteori" byggde på exakt det omvända: att ljusets hastighet var en universell konstant! Till en början begränsade sig teorin till situationer där olika referensramar rör sig med en konstant hastighet relativt varandra (eng. inertial frames of reference) i den speciella relativitetsteorin. Senare utvidgades teorin till att gälla fall som inkluderar acceleration (den generella relativitetsteorin). Den speciella relativitetsteorin utgår från två postulat:
1. Fysikens lagar är likadana i alla inertialreferensramar.

2. Ljusets hastighet i vakuum är konstant och oberoende av källans och observatörens rörelse.

Dessa postulat är något annorlunda än den populära föreställningen om att "allting är relativt". De har dock ett antal konsekvenser som strider mot våra intuitiva uppfattningar, varför relativitetsteorin upplevs som fascinerande.
12.10. Samtidighet

Om två ändar av en tågvagn träffas av blixtar "samtidigt" (enligt ett klassiskt synsätt) skulle ljuset från dem nå en observatör X i vila samtidigt men en observatör Y ombord på tåget skulle se ljuset från blixten som träffade framändan först och det från bakändan senare eftersom Y rör sig mot den förstnämnda ljusstrålen och bort från den andra. Enligt Y ser det alltså ut som om blixtarna inte träffar samtidigt.
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Vem har då rätt i frågan om huruvida blixtarna träffar samtidigt eller inte? Klassiskt skulle man kunna göra ett experiment för att se om och hur man själv rör sig i förhållande till ljuset; X skulle finna att han/hon inte rör sig medan Y upptäcker sin rörelse. Men enligt nollresultatet i Michelson-Morleys experiment går det inte! Man kan inte få reda på om man rör sig i förhållande till en ljusstråle eller inte genom att mäta någonting som beror på en förändring i ens hastighet relativt ljusstrålen, utan ljuset träffar varje observatör med samma hastighet i dennes referensram. Därför kan man inte strikt definiera om två händelser inträffar exakt samtidigt eller inte.

12.11. Tidsdilation
En annan konsekvens av det att ljusets hastighet är densamma för alla observatörer är att tiden förvrängs. Antag att en ljussignal rör sig sträckan d i ett tåg i rörelse. Observatören Y mäter den tid (t' det tar för ljuset att röra sig denna sträcka (i praktiken låter man kanske ljuset reflekteras tillbaka till källan och mäter tiden för att röra sig 2d, men resonemanget blir då i övrigt detsamma som nedan). Då hastigheten = sträckan / tiden får vi att sträckan = hastigheten gånger tiden, alltså att d = c(t'.
[image: image13.jpg]T
B (2
0O ' B-n-

vat h




Observatören X utanför tåget mäter på något sätt tiden och får resultatet (t. Enligt X kommer sträckan som ljuset rört sig dock inte att vara d utan sträckan c(t blir hypotenusan i en rätvinklig triangel där kateterna är c(t' och v(t, där v = den relativa hastigheten mellan Y på tåget och X utanför det. Enligt den speciella relativitetsteorins postulat har vi då att
1. Fysikens lagar, t.ex. hastighet = sträcka / tid, är desamma för både X och Y.

2. Ljusets hastighet c är densamma för både X och Y.

Det finns ingen annan logisk konsekvens av detta än att själva tiden förvrängs: (t' och (t är inte desamma. Vi får att:
· c2(t2 = v2(t2 + c2(t'2 , och då en term flyttas över
· c2(t'2 = c2(t2 - v2(t2 , dividera med c2 vilket ger

· (t'2 = (t2 - (v2/c2)(t2 , faktorisera ut (t2 i högra ledet vilket ger

· (t'2 = (t2(1- v2/c2) , ta kvadratroten ur vardera ledet så
· (t' = (t(1- v2/c2)½ , lös ut (t och vi får
· (t = (t' / √(1- v2/c2) 
eller med (t = t och (t' = t0 att
t = t0 / √(1- v2/c2)
M123

vilket även kan skrivas
t = (t0 där ( = 1/√(1- v2/c2)
där Lorentzfaktorn ( är 1 för låga hastigheter och ökar med hastigheter nära ljusets:
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"Proper time"
Vilken, om någon, tidsmätning är nu den "rätta"? För en händelse ombord på tåget (ljuset som studsar mellan speglarna) är Y:s mätning gjord i samma referensram som själva händelsen "proper time". X uppfattar tiden ombord på skeppet som långsammare än X:s egen tid.
Tvillingparadoxen

Om man sänder iväg en av två tvillingar på en lång resa med ett mycket snabbt rymdskepp kommer de att åldras olika snabbt. Om skeppet återvänder till jorden kanske den resande tvillingen bara blivit lite äldre medan den som stannade på jorden blivit gråhårig. Nu tänker någon: Men kunde inte tvillingen som reser lika gärna säga att det är jorden som varit ute på resa medan skeppet förblivit i vila, och att det alltså är tvillingen som blev på jorden som borde ha åldrats långsammare? Svaret är att om skeppet återvänder till jorden och jämförelsen görs där kommer mätningen i jordens referensram att vara "proper time". Om man istället sätter en stor raketmotor på jorden och låter denna resa iväg efter skeppet, hinna upp det och göra jämförelsen där kommer jordtvillingen att se yngre ut, eftersom jorden måste röra sig med en högre hastighet än skeppet för att hinna upp det, och jordtvillingen utsätts därför för en kraftigare tidsdilation. (I strikt mening hör tvillingparadoxen inte till den speciella relativitetsteorin. Varför?)
12.12. Längdkontraktion

Antag att ett tåg rör sig med hastigheten v sträckan L från en stad A till en annan stad B. Tiden mellan avfärden från A och ankomsten till B är "proper time" t0 mätt i tågets referensram, eftersom båda händelserna sker i denna (tåget är med om både avfärd och ankomst). En observtör i A eller B kommer dock att uppfatta den tid man mäter på skeppet som förvrängd tid, t, enligt t = t0 / √(1- v2/c2) = γt0.
Nu är den relativa hastigheten v mellan tågreferensramen och stadsreferensramen densamma till sitt belopp. Om man på tåget mäter en kortare tid för rörelse med samma hastighet måste man alltså också mäta en kortare sträcka. Men avståndet mellan A och B är "proper distance" s0 i stadssystemet och förvrängt avstånd i tågsystemet. Vi har i städerna v = s0/t och på tåget v = s/t0 vilket ger s0/t = s/t0 eller s/s0 = t0/t och därför för sträckor eller längder L att 

L = L0 / γ

Om något rör sig snabbt i förhållande till oss kommer det alltså att förefalla hoptryckt i sin längdriktning.

12.13. Lorentztransformationer och fyrdimensionell rumtid.
Betrakta en referensram R som vi väljer att betrakta som varande i vila, och en referensram R' som rör sig med hastigheten v relativt R.
Klassiskt skulle vi ha Galileitransformationen x' = x +/- vt = x +/- vt' då t = t'. Inom relativitetsteorin måste denna transformation modifieras med någon korrektionsfaktor k, t.ex. så att 
x' = k(x - vt) och omvänt x = k(x' + vt')

I denna utsaga finns en viktig filosofisk princip inbyggd. Man kunde ju tänka sig att förvandla uttrycket för x' till ett för x bara genom att lösa ut x ur x' = k(x - vt) vilket ger x' = kx - kvt, därefter kx = x' + kvt och x = (x' + kvt)/k. Men detta skulle endast vara en annan och ekvivalent matematisk formulering av samma fysikaliska tolkning av verkligheten, medan vi nu måste betrakta referensramarna R och R' som "jämlika" så att sett ur varderas perpektiv en x-koordinat i den andra förvrängs med faktorn k.

Sänder man ut en ljusstråle från origo i R vid t = t' = 0 då även origo för R' är på samma ställe kommer sträckan som strålen rört sig att vara x = ct mätt i R och x' = ct' mätt i R'. Vi har då:
ct = k(ct' + vt') = kt' (c + v) 
och 
ct' = k(ct - vt) = kt(c - v)
Lös ut t' ur ekvationen till höger och få t' = kt(c - v)/c samt insätt i ekvationen till vänster:
ct = k[kt(c -v)/c][c + v] = k2t(c -v)(c -v)/c
,förkorta med t och få

c = k2(c2 - v2)/c vilket ger c2 = k2(c2 - v2). Löser man ut k ur detta fås 

k = ( = 1/√(1- v2/c2)
dvs. samma faktor som i formlerna för tidsdilation och längdkontraktion. Allt detta kommer (via en del längre formelräkning) att leda till följande Lorentztransformationer vilka ersätter de klassiska Galileitransformationerna:
x' = ((x -vt)

y' = y

z' = z

t' = ((t - vx/c2)

Notera att det här finns en ömsesidig växelverkan mellan rumsdimensionen x och tidsdimensionen t.  x'-uttrycket påverkas av t, men även t'-uttrycket av x till skillnad från det klassiska fallet där t = t'. Om vi hade v-komponenter i y- och z-dimensionerna skulle även dessa sammankopplas. Man talar därför om en en fyrdimensionell rumtid där alla dimensionerna är relaterade till varandra.

Även hastighetstransformationerna påverkas av detta. I x-dimensionen har vi ux = x/t och ux' = x'/t' vilket enligt Lorentz-transformationen blir 

 

· ux' = x'/t' = ((x - vt)/ ((t - vx/c2) =  (x - vt) / (t - vx/c2) ; dividera med t upstairs and downstairs to give 

· (x/t - v) / (1 - vx/tc2) = (u - v) / (1 - uv/c2); lös ut ux och vi får
· ux = (ux' + v)/(1 + ux'/c2) 

vilket om man löser ut ux' ger

· ux' =   ( ux - v ) / (1 - uxv/c2 )

I y-dimensionen (och på motsvarande sätt i z-dimensionen):

· uy = y/t and uy' = y'/t' där nu endast tiden förvrängs om vi inte har någon y-komponent av referensramarnas relativa hastighet v så 

· uy'  =y'/t' = y / ((t - vx/c2) dividing with t upstairs and downstairs so 

· uy' = (y/t) / ((1 - vx/tc2) = uy / ((1 - uxv/c2)  ; lös ut uy vilket ger
· uy = uy'((1 - uxv/c2); motsvarande resonemang kan göras i z-led.
Vi får alltså:

ux = (ux' + v)/(1 + ux'/c2)
uy = uy'/((1 - uxv/c2)
uz = uz'/((1 - uxv/c2)
På liknande sätt kan man få fram uttryck för ux' som funktion av ux etc. men i det följande kommer dessa att vara mest användbara.

12.14. Relativistisk sammansättning av hastigheter

Klassiskt skulle man tro att om ett rymdskepp möter ett annat i en frontalkollision och vardera rörde sig med t.ex. 0.7c = 70%  av ljusets hastighet så skulle de träffa varandra med den relativa hastigheten 1.4c. Men om ingenting kan röra sig fortare än ljuset i någon referensram måste hastigheterna kombineras på ett annat sätt. Också ljuset (eller andra EM-vågor) måste röra sig med precis ljusets hastighet för alla observatörer. För det kan vi använda Lorentztransformationen för hastighet; här noteras att formeln vi använder ger mycket likartade resultat oberoende av vilken variabel vi löser ut:

ux' =   ( ux - v ) / (1 - uxv/c2 )

ux  =  ( ux' + v ) / (1 + ux'v/c2 )

v   =   ( ux - ux') / (1 - ux'ux/c2)
]

En variant av detta är
ux' = ( ux - v ) / (1 - uxv/c2 )


Notera att MAOLs tabeller ger formeln som 

v = [v1 + v2] / [1 + (v1v2/c2)]
M123

med v = ux, v1 = ux' och v2 = v

Ett sätt att använda denna formel är att ge variablerna följande tolkning: Vi väjer godtyckligt ett system som "vilosystem", ett annat som "rörligt system", och ett tredje som "rörligt föremål" och använder:

v = det rörliga systemets hastighet relativt vilosystemet

ux = det rörliga föremålets hastighet relativt vilosystemet

ux' = det rörliga föremålets hastighet relativt det rörliga systemet

Exempel 1
Ett rymdskepp rör sig med 0.5c relativt jorden. En radiosignal skickas från jorden till skeppet (med hastigheten c). Med vilken hastighet träffar radiosignalen skeppet? Klassiskt med 0.5c, men här bör resultatet bli c.
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Vi väljer positiv riktning från vänster till höger i bilden och:
Jorden 
= vilosystem

Skeppet 
= rörligt system

Radiosign. 
= rörligt föremål

och får
v = det skeppets hastighet relativt jorden = +0.5c
ux = radiosignalens hastighet relativt jorden = +c
ux' = radiosignalens hastighet relativt skeppet = ?
och därmed

ux' =  ( ux - v ) / (1 - uxv/c2 ) = (c - 0.5c) / (1 - (c ( 0.5c) c2 ) = 0.5c / (1 - 0.5) = 0.5c/0.5 = c 

Exempel 2, metod I
Vi byter nu ut radiosignalen mot en missil som skjuts från jorden med hastigheten 0.3c och träffar skeppet med hastigheten 0.6c relativt skeppet, och undrar hur skeppet rör sig i förhållande till jorden. Vi inser att skeppet måste röra sig åt vänster i bild och frontalkollidera med missilen, men med vilken hastighet rör det sig? Klassiskt skulle det vara 0.3c, men här får vi nu:
Jorden 
= vilosystem

Skeppet 
= rörligt system

Missilen
= rörligt föremål

och 

v = skeppets hastighet relativt jorden = ?

ux = missilens hastighet relativt jorden = +0.3c

ux' = missilens hastighet relativt skeppet = +0.6c

ux' =  ( ux - v ) / (1 - uxv/c2 ) 
multiplicera med (1 - uxv/c2 )

ux' (1 - uxv/c2 ) = ( ux - v ) 

distribuera ux' i vänster led
ux' - ux' uxv/c2 = ux - v 

flytta termer med v till vänster, andra till höger

v - ux' uxv/c2  = ux - ux' 

faktorisera ut v i vänster led

v (1 - ux' ux/c2) = ux - ux' 

dividera med parentesen

v = (ux - ux') / (1 - ux'ux/c2)

och insättning ger
v = (0.3c - 0.6c) / (1 - 0.6c ( 0.3c/ c2 ) = - 0.3c / (1 - 0.18) = - 0.37c där minustecknet som sig bör anger rörelse i negativ riktning.
Exempel 2, metod II
Vi kunde lika gärna ha gjort ett annat val av variabeldefinitioner:
missilen 
= vilosystem

jorden
= rörligt system

skeppet
= rörligt föremål

v = jordens hastighet relativt missilen = - 0.3c (om missilen tänks vara i vila är det inte den som skjuts åt höger från jorden utan jorden som skjuts åt vänster från den)
ux = skeppets hastighet relativt missilen = - 0.6c (missilen anser att den är i vila och att det är skeppet som träffar den med denna hastighet åt vänster) 
ux' = det rörliga föremålets hastighet relativt det rörliga systemet = ?

ux' =  ( ux - v ) / (1 - uxv/c2 ) = ((-0.6c) - (-0.3c)) / (1 - (-0.6c)(-0.3c)/c2)
= - 0.3c / (1 - 0.18) = - 0.37c.

12.15. Relativistisk rörelsemängd och "massökning"

Antag att två tåg passerar varandra i x-led och att vi någon lämplig tidpunkt två identiska bollar med massan m0 mätt i sina egna system kastas vinkelrätt mot x-axeln (alltså i en y-axels dimension) så att de kolliderar elastiskt. Om de kastas så att deras hastigheter i y-led just före kollisonen är lika stora och motsatt riktade borde de, om saker fungerar på samma sätt som i klassisk fysik, studsa tillbaka med till riktningen omvända men lika stora hastigheter i y-led. Vad blir följden om vi försöker med ett antagande att principen om rörelsemängdens bevarande gäller även i relativitetsteorin? Rörelsemängden p = mv och om systemens relativa hastighet v till sitt belopp är densamma sett ur varderas synvinkel kan endast en förvrängning av massan användas för att ta hänsyn till Lorentztransformationernas effekter.
Vi väljer att betrakta kollisionen från A, varför bollen som kastas från A har massan m0. Bollen från B kommer sett från vårt A-system att få en förvrängd massa m. Bollen från A rör sig före kollisionen med hastigheten +uy i y-led och efter kollisionen med - uy; bollen från B med -uy före kollisionen och +uy efter. Vi får:

m0uy + m(-uy') = m0(-uy) + muy'  
och alltså
2m0uy  = 2muy' 
m0uy  = muy'

Nu använder vi Lorentztransformationen av hastighet vinkelrät mot systemens relativa hastighet v som har uy = uy'/((1 - uxv/c2) vilket ger oss

m0(uy'/((1 - uxv/c2))  = muy' 
förkorta med uy'
m0/((1 - uxv/c2)  = m
Nu är dock bollens hastighet i x-led lika med tågens relativa hastighet v så ux = v ger

m = m0/((1 - v2/c2) = (2m0/( = (m0  

m = (m0
dvs. då något rör sig med hög hastighet kan man anse att dess massa ökar. Är då inte massan en fundamental konstant för ett visst föremål? Det enda man gör när man accelererar föremålet upp till en hög hastighet är ju att man utför arbete och därmed tillför energi. Detta antyder att det skulle finnas ett samband mellan massa och arbete eller energi.
Man kan även skriva en relativistisk rörelsemängd som 

p = (m0v
12.16. Massa och energi : E = mc2  

För att studera vad som händer med massan när ett föremål accelereras måste vi först ersätta Newtons II. lag F = ma eftersom massan inte kan garanteras vara konstant. Vi anknyter till rörelsemängden p genom F = ma = m(v-u) = mv - mu och impulsen I = F(t = (p = mv - mu vilket ger F = (p/(t eller som derivata
F = dp/dt
 

Det arbetet vi utför (vilket om inget luftmotstånd eller annat är inblandat omvandlas till kinetisk energi Ek) vid en acceleration är W = Fs om kraften är konstant, men om den varierar har vi

W =(Fds
Tillsammans med derivatauttrycket för F ovan får vi alltså (och nu kommer vi att använda Robinsonanalys i integralkalkylen):
W = ((dp/dt)ds 
W = (d(mv)ds/dt vilket då ds/dt = v ger

W = ( d(mv)v
Vad innebär egentligen "d(mv)"? Vi kan tolka det som en motsvarighet till D[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f'(x) och har då

d(mv) = mdv + vdm 
; multiplicera med v 
d(mv)v = mvdv + v2dm
; detta (I) kommer senare att vara användbart 
Vi skall alltså då få reda på 

W = Ek = ( d(mv)v = ((mvdv + v2dm) 
Här använder vi nu formeln för relativistisk massökning efter lite manipulering:
m = m0/(1- v2/c2)½ 
; kvadrera

m2 = m02/(1- v2/c2) ; 
; multipl. med parentesen och divid. med m2 

m02 / m2 = (1- v2/c2) 
; dividera med m02 
1 / m2 = (1- v2/c2) / m02
; detta (II) kommer senare att vara användbart
 

Vi backar ett steg till m02 / m2 = (1- v2/c2) vilket vi skall differentiera, alltså derivera vardera sidan varvid m0 och c är konstanter. Vi får

· derivatan av vänster led = - 2m02dm/m3  (jämför med Dx-2 = -2/x-3 och kom ihåg "inre derivatan" dm)

· derivatan av höger led = -2vdv/c2 

Vi får alltså efter derivering ekvationen

- 2vdv/c2 = - 2m02dm/m3 

vdv/c2 = m02dm/m3 

; multiplicera med mc2  

mvdv = m02c2dm/m2 

mvdv = m02c2dm(1/m2)

I detta uttryck finner vi (1/m2) = (1- v2/c2) / m02 enligt (II) vilket ger

mvdv = m02c2dm(1/m2)

; utför insättningen

mvdv = m02c2dm((1- v2/c2) / m02)
; multiplicera in c2 i parentesen

mvdv = dmc2(1- v2/c2) 

; multiplicera in c2 

mvdv = dm(c2 - v2)
Vi har nu lyckats avsevärt förenkla ett uttryck för mvdv som fanns i ekvation (I) tidigare:

d(mv)v = mvdv + v2dm

; insätt mvdv = dm(c2 - v2)
d(mv)v = dm(c2 - v2) + v2dm
; faktorisera ut dm ur höger led

d(mv)v = (c2 - v2 + v2)dm = c2dm
 
Men den integrering vi ursprungligen hade att utföra var just
W = (d(mv)v


; som alltså blir
W = (c2dm


; en mycket enkel integral
W = c2(dm = c2(m0dm

W = mc2


; om vi struntar i integrationskonstanten

Om massan förändras från m0 till m under accelerationen har vi integralen

m

(c2dm = mc2 - m0c2 = Ek  

m0 
Ek = mc2 - m0c2
M123
 

Vad är nu då så speciellt med detta? Jo, vi kan omforma ekvationen till mc2 = Ek + m0c2 vilket anger att ett föremåls totala energi är dess kinetiska energi plus ytterligare energi m0c2 som det har även i vila. Denna energi - viloenergin eller massenergin - är enormt stor även för en liten massa. Och skulle man upptäcka något fenomen där den totala massan minskar en aning, måste denna massa = energi avges. Vilket är precis vad som sker i olika kärnreaktioner.
Ny formel för kinetisk energi
Av detta följer också att vi behöver en ny formel för Ek inom relativitetsteorin, och vi kan inte ens direkt använda den klassiska Ek = ½mv2 enbart med masskorrektionen så att Ek =½(m0v2 utan vi får istället:

Ek = mc2 - m0c2
Ek = (m0c2  - m0c2
; och alltså
Ek = (( - 1)m0c2
M-
Genom serieutveckling kan man dock visa att vi för låga hastigheter återfår den klassiska formeln som en approximation. Vi har att:

· Ek = (γ - 1)m0c2 där γ = (1 - v2/c2)½ 

· vilket för v << c gör att x = v2/c2 ≈ 0 så vi får 

· γ  = (1 - v2/c2)2  = (1 - x)n med n = -½ vilket alltså ungefär är 

· 1 - nx = 1 - (-½)(v2/c2) = 1 + v2/2c2  som insätt i formeln för Ek så 

· Ek = (1 + v2/2c2 - 1)m0c2 = ½m0v2 dvs. den relativistiska formeln ger vid låga hastigheter den klassiska som en approximation

12.17. Relativistisk rörelseenergi och rörelsemängd
I klasssisk fysik råder mellan kinetiskt energi och rörelsemängd sambandet Ek = p2/2m (eftersom p2/2m = (mv)2/2m = ½mv2). Relativistiskt får vi nu istället

m = (m0 = m0/(1- v2/c2)½ 

;kvadrera 

m2 = m02(1- v2/c2) 

;multiplicera med parentesen
m2(1- v2/c2) = m02 

;distribuera m2 i vänster led
m2 - m2v2/c2 = m02 

;multiplicera båda sidor med c2 

m2c2 - m2v2 =  m02c2 

;flytta -m2v2 över till höger
m2c2 = m02c2 + m2v2 

;multiplicera med c2
m2c4 = m02c4 + m2v2c2 

;vilket ger
(mc2)2 = m02c4 + (mv)2c2 

;låt E = Etotal = mc2 så
E2 = m02c4 + (mv)2c2 

;vilket då p =mv med m = (m0 ger
E2 = p2c2 + m02c4
MAOL ger den ekvivalenta formen

 

E = mc2 = c√(p2 + (m0c2)2)
M123

Exempel: Fotonens rörelsemängd

För fotonen gäller att dess totala energi E = hf och vilomassan m0 = 0 vilket ger
 

E = c√(p2 + (m0c2)2)
hf = c√p2  = pc

p = hf/c

; notera c = f( => f = c/( så
p = (hc/() / c = h/( 
(vilket ger ( = h/p = de Broglie-våglängden för materievågor om man antar att de i vissa fall fungerar som ljusvågor)
Exempel : Acceleration av elektrisk spänning

 
Antag att en partikel accelereras från vila av det homogena elektriska fältet mellan två punkter mellan vilka råder potentialskillnaden = spänningen U = W/q. Vilken rörelsemängd får partikeln efter accelerationen?

Klassiskt

Ek = ½mv2 = qU 

; lös ut v

v = (2qU/m)½ 

; insätt i formeln för rörelsemängd
p = mv = m(2qV/m)½ = (2qVm)½   

 

Relativistiskt

 

E2 = m02c4 + p2c2 

; där E = Ek + m0c2 så 

(Ek + m0c2)2 = m02c4 + p2c2 
; så
Ek2 + 2Ekm0c2 + m02c4 = m02c4 + p2c2 
; varefter
p2c2 = Ek2 + 2Ekm0c2 = 2Ekm0c2 + Ek2 
; och sedan
p2 = 2Ekm0 + Ek2/c2

; vilket ger
p = (2qVm0 + q2U2/c2)½ ,

 

Under kvadratroten har vi alltså den relativistiska korrektionstermen q2U2/c2 jämfört med den klassiska versionen. Om spänningen U är hög blir skillnaden i resultatet betydelsefull.
  
12.18. Acceleration: Uppgradering av Newtons II. lag

För fall där acceleration sker kommer en ny uppsättning samband att gälla, här begränsar vi oss till linjär acceleration förorsakad av en konstant resultantkraft F

F = dp/dt = (d/dt)mv = (d/dt)(m0v/(1 - v2/c2)½   , dvs. vi behöver använda deriveringsregel för kvoten av två funktioner f och g

D(f/g) = (f'g - g'f)/g2
där nu f = m0v och g = (1 - v2/c2)½  så 
f' = m0*dv/dt = m0a 

; "inre" derivatandv/dt = a 
och 
g' = ½(1 - v2/c2)½-1 *( (- 2/c2)v*dv/dt) ;där två lager av inre derivator finns

så vi får

g' =  ½(1 - v2/c2)-½(- 2va/c2) = (1 - v2/c2)-½(-va/c2) 


och då för uttrycket f'g - g'f följande: 
m0a(1 - v2/c2)½ - (1 - v2/c2)-½(- va/c2)m0v 
I nämnaren har vi g2 = (1 - v2/c2)  och vi skall nu multiplicera både täljare och nämnare med (1 - v2/c2)½  vilket gör att nämnaren blir (1 - v2/c2)3/2 och att vi i täljarens andra term får (1 - v2/c2)½(1 - v2/c2)-½ = 1 att det som återstår av täljaren blir
 
m0a(1 - v2/c2)1 - ( - va/c2)m0v 
; distribuera in i parenteserna

m0a - m0av2/c2 + m0av2/c2  = m0a 
; och hela derivatan alltså 
m0a / (1 - v2/c2)3/2 

; γ = 1 / (1 - v2/c2)1/2 slutligen
 

F = γ3m0a

12.19. Generell relativitet: Acceleration och tyngdkraft

Den speciella relativitetsteorin begränsar sig egentligen till situationer utan acceleration, och med formeln ovan och E = mc2 har vi i princip övergått till den allmänna teorin. Utan att ta upp alla dess detaljer tillkommer här en väsentlig aspekt på begreppet acceleration som kan åskådliggöras av en jämförelse mellan ett accelererande rymdskepp (så långt borta från alla himlakroppar och med så liten massa att eventuell tyngdkraft kan försummas) och ett likadant skepp i vila på en planetyta med samma tyngdacceleration som skeppets ute i rymden.
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Om en boll kastas skickas "vågrätt" från A till B kommer den i vardera fallet att böjas av relativt skeppet - i det ena fallet för att raketen som accelerar skeppet inte verkar på bollen i luften, i det andra fallet för att tyndaccelerationen verkar på den. Om skeppet inte har några fönster, kan en yrvaken betraktare inne i skeppet inte avgöra vilkendera situationen som gäller. Inom relativietsteorin där man visat att det inte finns någon "eter" som kan ge jämförelsegrund för att avgöra saken genom experiment med ljus, borde detsamma gälla även för ljusstrålar - de borde böjas av i ett tyngkraftsfält även om ljuset inte har någon massa och ingen tyngdkraft verkar på det! Detta sker faktiskt och år 1919 kunde man i samband med en solförmörkelse observera att stjärnor såg ut att finns på andra ställen av stjärnhimlen än de borde just p.g.a. detta fenomen:
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Men går inte ljuset alltid i en rät linje i vakuum? Det kan man fortfarande säga om man omdefinierar var den räta linjen går - vilket gör att själva rummet eller den fyrdimensionella rumtiden är böjd nära en stor massa.
12.20. Svarta hål

Om massan som böjer av ljuset är tillräckligt stor kan det hända ett ljuset inte kan komma loss från tyngdkraftsfältet utan faller tillbaka till källan som en boll kastad uppåt förr eller senare ramlar ner till planetytan. Detta sker i situationer där ett extremt starkt tyngdkraftsfält finns, vilket kan uppkomma i s.k. svarta hål, rester av stora stjärnorn där en stor massa komprimerats till ett litet utrymme. Man kan visa att för detta gäller att massan M måste komprimeras till ett klot med Schwardschildradien rs där
rs = 2GM / c2
[DB p.12]

G = den universella gravitationskonstanten 6.67 * 10-11 Nm2kg-2.

12.21. Rödförskjutning (Dopplereffekt för ljus)
Man kan visa att det för ljus och andra elektromagnetiska vågor finns en förvrängning i den frekvens eller våglängd som observeras då källan eller observatören rör sig. Då vi nu inte kan skilja mellan dessa fall har vi endast en formel för fenomenet, inte två olika som för Dopplereffekten för ljudvågor. Då källans och observatörens relativa hastighet är v fås:
(' = (([(1+v/c)/(1-v/c)]

Om v << c så att v/c är litet och v2/c2 ännu mindre kan vi använda  (1 +- x)n ≈ 1 +- nx där nu x = v/c och vi får
(' = (([(1+v/c)/(1-v/c)] ≈ ((1 + ½v/c)/(1 - ½v/c)
;förläng med (1 - ½v/c)

(' = ((1 + ½v/c)2/ (1 - v2/4c2)

(' = ((1 + v/c + v2/4c2)/ (1 - v2/4c2)

; där v2/4c2 ≈ 0
(' = ((1 + v/c)
(' = ( + (v/c
(' - ( = (v/c
Δ( = (v/c
eller
Δ(/( = v / c då v << c
Inom astrofysiken kan en rödförskjutning (mot högre våglängder) av ljuset från avlägsna galaxer visa hur snabbt de rör sig bort från oss, och detta i sin tur ge information om universums expansion.

12.22. Gravitationsrödförskjutning

Vi återvänder till det rymdskeppet utan fönster, i vilket det inte går att avgöra om det accelererar i tomma rymden eller om det står stilla i ett tyngdkraftsfält. Antag att det accelerar med den konstanta accelerationen a = g (det kunde ju lika gärna vara en tyngdacceleration!). Man kan då visa att en ljussignal sänd från skeppets bakända till dess framända blir föremål för Dopplerförskjutning av våglängd och frekvens enligt 
(f / f = g(h / c2
[DB p. 12]

 
där vi antar att sträckan mellan skeppets bakända och framända är (h. Men om det är så att ljussignalens frekvens Dopplerförskjuts i det accelererande rymdskeppet, borde samma sak ske då ljuset rör sig "uppåt" i ett tyngdkraftsfält - vilket också sker (se Pound-Rebka-experimentet nedan). Formeln gäller för fall där (h är så litet att g är ungefär konstant.
Man kan även resonera så att en foton som stiger uppåt när som helst i princip skulle kunna få sin energi E = hf omvandlad till materia med massan m enligt E = mc2 som då skulle ha en viss potentiell energi i tyngdkraftsfältet. Högre upp skulle samma foton omvandlas till massa med högre potentiell energi - dvs. man skulle ha fått mer energi ur ingenting! Detta händer inte, utan fotonens frekvens minskar då den stiger uppåt, därmed också dess energi och den mängd massa man skulle få ut av den. Då frekvensen = antalet utsända vågrörelser per tid och antalet utsända vågrörelser inte ändras, innebär detta egentligen att tiden flyter långsammare högre upp i ett gravitationsfält.
12.23. Experimentellt stöd för relativitetsteorin och dess praktiska konsekvenser
· myoner som produceras högt uppe i atmosfären då den träffas av kosmisk strålning får sin halveringstid för sönderfall påverkad av tidsdilation
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/relativ/muon.html
· mycket noggranna klockor som transporats ombord på flygplan visar annan tid vid återkomsten än klockor som blivit kvar på jorden; tidsskillnaden överensstämmer med relativistiska beräkningar

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/relativ/airtim.html#c2
· Merkurius' bana förskjuts en aning hela tiden (perieheliumprecession; storleken av förskjutningen stämmer överens med relativistiska beräkningar. (Felet jämfört med klassisk fysik ledde till att man i slutet av 1800-talet sökte efter en planet ännu närmare solen vars tyngdkraft kunde förklara problemet. Man trodde sig t.o.m. ha hittat en och gav den namnet Vulkanus, men senare analys visar att observationerna varit misstag).
· Pound-Rebka-experimentet på 1960-talet mätte gravitationsrödförskjutning med hjälp av gammastrålar som rörde sig i ett torn och ett fenomen som är känsligt för deras frekvens. Ett annat test av gravitationsrödförskjutningen gjordes med en raket 1976.
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/relativ/gratim.html
· Från kurs 7 citerar vi följande om tolkningen av magnetisk kraft som en relativistisk förvrängning av den elektrostatiska kraften:
7.2. Magnetisk kraft mellan två parallella ledare

Man brukar använda uttrycket "elektromagnetisk" kraft eller växelverkan för att beskriva  elektriska och magnetiska krafter som ett gemensamt fenomen. Sambandet kan förklaras utgående från relativitetsteorin, enligt vilken endel storheter "förvrängs" när föremål är i rörelse. Tiden går långsammare (tidsdilation), massan ökar, längder minskar (längdkontraktion). 

Relativistisk förklaring: i ledare 1 finns negativa rörliga elektroner N1 (i ytterskalen) och stationära positiva "joner" P1 (atomkärnor med inre elektronskal), i ledaren 2 motsvarande N2 och P2. Då ingen ström går finns attraktiva (N1-P2, P1-N2) och repulsiva krafter (N1-N2, P1-P2) vilka ger resultantkraften noll. Kraften mellan en kort bit av ledarna beror av laddningstätheten (mängden laddning per längdenhet) i dem.

 

Då strömmar går i samma riktning i båda ledarna (antag här att strömmarna är lika starka) kommer en betraktad kort bit av ledare 2 p.g.a. relativistisk längdkontraktion att vara kortare i de rörliga N1:s referensram, laddningstätheten högre och den attraktiva kraften N1-P2 störrre. På motsvarande sätt blir attraktionen P1-N2 starkare. De repulsiva N1-N2 och P1-P2 förblir oförändrade då dessa parvis inte rör sig i förhållande till varandra. Resultatet är en attraktiv nettokraft mellan ledarna.

 

Om strömmarna går i motsatt riktning kommer den repulsiva P1-P2 att vara oförändrad jämfört med situationen då inga strömmar går. De attraktiva N1-P2 och P1-N2 förstärks som i fallet med strömmar i samma riktning. Den repulsiva N1-N2 förstärks dock ännu mer; eftersom strömmarna går i motsatt riktning blir deras relativa hastighet större. Detta visar sig vara den dominerande effekten, och resultatet blir en repulsiv nettokraft lika stor som den attraktiva ovan.

 

 Till storleken på den attraktiva eller repulsiva kraften mellan två parallella ledare återkoms senare. Experimentellt kan man med en stark strömkälla arrangera två parallella remsor av aluminiumfolie så att de böjs lite av denna - i praktiken mycket svaga - magnetiska kraft när ström i samma eller motsatt riktning går genom dem.
Se vidare http://www.phys.unsw.edu.au/einsteinlight/jw/module2_FEB.htm   
· Detaljerna i varför metallerna har sina färger är komplicerade, men om det inte var för relativistisk förvrängning av elektronernas massa skulle inte guldet ha sin gyllene färg utan vara silverfärgat.
· Se t.ex. http://www.hull.ac.uk/php/chsajb/heavy_ho/5dmetals.html  och
http://www2.corepower.com:8080/~relfaq/gold_color.html
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